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Cantora i Dedekinda filozofie matematyki. Analiza poréwnawcza

W drugiej polowie XIX wieku w matematyce nastapity przemiany, kluczowe
dla jej przysztego rozwoju. Pojawily si¢ nowe teorie matematyczne, bedace w duzej
mierze kontynuacjg wczesniejszych badan nad podstawami matematyki. Co calkiem
naturalne w takiej sytuacji, wielu z tworcow nowej matematyki nie stronito od
refleksji filozoficznej. Dotyczy to réwniez dwoch wybitnych twércéw matematyki
tego okresu: Richarda Dedekinda i Georga Cantora. Z jednej strony nie mozna ich
uzna¢ za profesjonalnych filozoféw, jednak ich refleksja nad matematyka moze by¢
zaliczona do jednych z najciekawszych filozofii matematyki, nie tylko tego okresu.
W przypadku tych uczonych, jak i wielu innych twdércow nauki, aby pelniej uchwycié
ich koncepcje filozoficzne, nalezy nie tylko wczytywal sie w ich refleksje
filozoficzne, ale réwniez analizowac tworzone przez nich teorie i zawarte w nich
zatozenia filozoficzne, jak réwniez patrze¢ na sposob uprawiania nauki (praktyka
badawcza). Sila rzeczy pojawiaja si¢ wiec interpretacje tych koncepcji, czasami
znaczaco roznigee si¢ od siebie. Jak moOwi znane powiedzenie, aby zrozumieé
poglady danego uczonego na budowane przez niego teorie, nalezy nie tyle patrze¢ na
to, co on mowl, lecz na to, co robi.

W pracy doktorskiej mgr Karolina Tytko porownuje filozofie matematyki
wspomnianych uczonych, po uprzedniej rekonstrukcji tych koncepcji. W

»klasycznym” podej$ciu czegsto przeciwstawia sie platonizm Cantora
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konstruktywizmowi Dedekinda. Jednym z celéw pracy bylo ostabienie (a zarazem
przebudowa) tego radykalnego rozréznienia i zauwazenie, ze ,,najwazniejsze roznice
pomiedzy filozofia matematyki obu uczonych wyrazajg sie na plaszczyznie
metodologicznej, a nie ontologicznej czy nawet epistemologicznej”. W tym celu
poddane zostaly analizie prace tych matematykdow dotyczace konstrukeji liczb
rzeczywistych oraz teorii mnogosci. Sg to prace przelomowe dla wspétczesnej
matematyki, dobrze znane i analizowane, jednak spojrzenie p. Karoliny Tytko
pozwala na glebsze spojrzenie na stosowane w tych pracach metody badawcze i w
konsekwencji przyblizy¢ poglady filozoficzne obu matematykéw.

Praca p. Karoliny Tytko jest obszerna, liczy 355 stron i skiad sie z siedmiu
czgscl (rozdziatdw) oraz bibliografii. Rozdziat 1 zawiera omowienie celow pracy,
hipotez badawczych, definiuje najwazniejsze pojecia stosowane w pracy oraz
metody. Rozdzialy 2, 3 i 4 doprecyzowuja, odpowiednio, pojecia konstrukcjonizmu,
strukturalizmu oraz realizmu ontologicznego w kontekscie prac i wypowiedzi obu
matematykow. Kluczowy jest rozdziat 5, w ktorym Doktorantka dokonuje krytycznej
oceny dominujgcych interpretacji, w ktoérych przeciwstawia sie Cantora - platonika
Dedekindowi - konstruktywiscie. Okazuje si¢, ze obu matematykow laczy
pragmatyczny realizm oraz konstrukcjonizm (chociaz te koncepcje nieco sie u nich
roznig), co pozwala na przekroczeniec dychotomii: ,,odkrywanie matematyki
istniejgcej realnie na zewnatrz i niezaleznie od podmiotu” vs. ,konstruowanie
matematyki przez umyst podmiotu i istnienie jej w umysle w postaci
niezobowigzujgcej ontologicznie” (s. 301). W rozdziale 6 znéw pojawia sie
doktadniejsze omoéwienie metodologii badawczych Cantora i Dedekinda i wskazanie
na roznice w tych metodologiach. Giéwna réznica sprowadza sie¢ do uwagi, ze w
ramach realizowanego strukturalizmu, Cantora charakteryzuje perspektywa
wewnatrz-strukturalna, natomiast Dedekinda - ponad-strukturalna. Ponadto Cantor
uwazal, ze teori¢ mnogosci mozna stosowa¢ do zagadnien pozamatematycznych,
Dedekind budowal jedynie modele teoriomnogo$ciowe, aby wyjasnia¢ problemy
wewngtrz matematyki. A w zakoriczeniu pracy (rozdziat 7), poza posumowaniem
badan, pojawiajg si¢ cickawe uwagi zwigzane ze stosowanymi w pracy metodami

oraz z ukazaniem perspektywy dalszych badan.
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Zastosowana metoda badawcza polega na polaczeniu wspolczesnego nurtu
badan praktyki badawczej uczonych (w tym przypadku matematykow) z koncepcjg
»ilozofii w mnauce”, ktéra realizowana jest w S$rodowisku Michata Hellera.
Korzystajac z filozofii wspotczesnej praktyki matematycznej, Doktorantka korzysta
gtownie z koncepcji J. Carter zawartej w pracy Philosophy of Mathematical Practice
— Motivations, Themes and Prospects, wydanej w roku 2019. Ta koncepcja stanowi
istotne narzedzie stosowane przez Doktorantke do analizy tekstéw matematycznych
Cantora 1 Dedekinda. Pozwala to na pelniejsza rekonstrukcje pogladéw obu
matematykow, jak zauwaza Autorka pracy. W zakonczeniu pracy Doktorantka odnosi
si¢ do zarzutdw wysuwanych przez S. Gandona pod adresem filozofii praktyki
matematyczne] (Philosophy of Mathematical Practice, w skrocie PMP). Przedstawia
on t¢ filozofi¢ jako ,, jako jedynie przejaw kryzysu w filozofii matematyki, nie zas
remedium na niego, a takze gdy okresla prace nad case study z matematyki, jaka z
reguly skazana na niedopasowanie do wypracowanych ram pojeciowych zakresu
filozofii”. (s. 338-339) Jednak w badaniach Doktorantki ta metoda nie wystepuje
samodzielnie, lecz jest istotnie powigzana z metods ,.filozofii w nauce” Michata
Hellera. To jest wazny element w metodologii stosowanej w tej pracy. Badamy
konkretne prace matematyczne konkretnych matematykéw (porownujemy z
kontekstem naukowych badanego okresu dziejow), wydobywamy z nich elementy
filozoficzne i poréwnujemy je z deklarowanymi przez tych matematykéw pogladami
na matematyke oraz z interpretacjami, ktdre sg im przypisywane.

Uwazam, ze dzigki zastosowaniu tej metody dostrzec mozna kluczowe
podobienstwa filozofii obu matematykéw (dwuwymiarowy realizm ontologiczny), a
zarazem zasadnicze roznice w ich praktyce matematycznej. W przypadku Cantora
mamy do czynienia z konstrukcjonizmem (poznawczo-metodologicznym)
zwigzanym z ontologicznym strukturalizmem. Precyzuje i modyfikuje on
deklarowany i przyjmowany w wiekszosci interpretacji platonizm Cantora. Natomiast
w przypadku Dedekinda mamy przede wszystkim postawe strukturalizmu
poznawczo-metodologicznego, prowadzaca do pewnej wersji konstrukcjonizmu

(poznawczego), co znow podwaza przypisywany Dedekindowi konstruktywizm.
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Warto zauwazy¢, ze skrajny konstruktywizm, w ktorym matematyk w wolnym
tworczym akcie tworzy wiedze catkowicie oderwang od tej juz istniejacej, prowadzi
do absurdalnych konsekwencji, przynajmniej w przypadku matematyki. Rozwdj
matematyki charakteryzuje si¢ ciagloscia, a poszczegdlne teorie sg ze soba tresciowo
powigzane. Matematyk musiatby w swoim tworzeniu odkrywaé za kazdym razem te
dlugie linie rozwojowe matematyki i nieskonczone powigzania wewnatrz
matematyki. Dlatego konstrukcjonizm epistemiczny, proponowany przez
Doktorantk¢ wydaje si¢ sensownym rozwigzaniem — jest to pogodzenie
~konstruowania matematyki przez indywidualnego matematyka” z jednoczesnym
zachowaniem ,realizmu wewngtrznego wzgledem praktyki indywidualnej, jak
rowniez wzgledem perspektywy spoteczno-historycznej”. Dlatego skrajny
konstruktywizm moze wystepowaé jedynie w deklaracjach (nie do kofca
przemy$lanych czy dopracowanych), natomiast w praktyce badawczej jest on
niemozliwy u zadnego twoérczego matematyka, wnoszacego wklad do wiedzy
matematycznej. To tagodzenie skrajnego konstruktywizmu ma miejsce rowniez w
intuicjonizmie Brouwera (zaliczanym do skrajnego konstruktywizmu), a tym bardziej
u jego uczniow.

Podobnie jest z kwestig zdroworozsadkowego czy radykalnego platonizmu, w
ktérym $wiat bytéw matematycznych niec ma nic wspélnego ze $wiatem mysli,
konstrukcji intelektualnych, struktur obecnych w $wiecie my$li i w $wiecie
materialnych. Takiego platonizmu nie glosit Platon, jak réwniez badany w tej pracy
Cantor. Autorka formutuje poglad Cantoro w nastgpujacy sposob: ,,Najistotniejsze
aspekty platonizmu Cantora to istnienie kazdej rzeczy (tu mamy na mysli obiekty-
byty matematyczne) na dwa sposoby — tak jak istnieja idee oraz tak jak istnieja
poj¢cia, w dwoéch porzadkach — intrasubiektywnym (immamentnym) i
transsubiektywnym (transcendentnym”,

Uwazam, ze w jakim$ stopniu te porzadki odzwierciedlajg platonska ,,droge w
gor¢” oraz ,droge w dot”, co Platon opisuje pod koniec VI ksiegi Parstwa.
Oczywiscie w istocie chodzi o to czy konkretny matematyk tworzy catkiem nowe
obiekty, ktére wprowadza do istniejacego juz przed nim $wiata obiektow

matematycznych (koncepcja trzeciego swiata Poppera), czy jedynie poznaje i
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odtwarza te juz istniejace. Zauwazmy, ze w obu przypadkach pojawia sie realizm,
gdyz jakies obiekty matematyczne istniejg uprzednio. Istnieje Jeszce trzecia mozliwa
interpretacja. Aby pozna¢ te juz istniejace obiekty, matematyk musi skonstruowaé
nowe pojecia, struktury ,,matematyczne”, ktére sg jedynie narzedziem poznawania tej
~prawdziwej” matematyki. I wéwczas mielibysmy polaczenie platonizmu z pewna
wersja konstruktywizmu za ceng¢ zrdznicowania stopnia istnienia obiektdow
matematycznych. Myslg, ze jest to wersja ,,platonizmu” wystepujgcego u Platona. Te
wersj¢ pewnie mozna przypisa¢ Dedekindowi (konstruuje modele matematyczne, aby
opisa¢, pozna¢ uprzednio istniejace obiekty matematyczne), a Cantorowi raczej nie?

W pracy doktorskiej mamy ominigcie tych dylematéw (i wielu innych, chociaz
nie do konica) poprzez przyjecie koncepcji epistemicznego konstrukcjonizmu oraz
realizmu pragmatycznego, ktére budujg nows perspektywe patrzenie na filozoficzne
roznice migdzy Dedekindem a Cantorem i pozwalaja przetamaé klasyczna
dychotomig ,,platonizm-konstruktywizm”. ,,O ile platonizm matematyczny kladt
nacisk na niezalezne od podmiotu istnienie obiektéw matematycznych, o tyle
konstruktywizm na wytwarzanie matematyki przez umyst (oraz w umysle), tak
proponowane zestawienie konstrukcjonizmu-realizmu wewnetrznego, bierze pod
uwage zarowno umystowe procesy konstrukcyjne indywidualnego podmiotu, jak i
pewnego rodzaju istnienie matematyki, jako niezaleznego wytworu historyczno-
spolecznego”. W celu uchwycenia tego zagadnienie w pracy pojawia sie jednak
jeszcze jedno wazne pojecie - strukturalizmu, ktore Autorka przypisuje obu
matematykom, w tym strukturalizm epistemologiczno-metodologiczny (matematyk
buduje i analizuje odpowiednie struktury poprzez poréwnywanie réznych teorii
obiektow i badanie réznych relacji miedzy nimi) wylacznie Dedekindowi, a
strukturalizm ontologiczny (istnieja uprzednio nie tylko podatkowe obiekty
matematyczne, ale réwniez struktury) tak jednemu, jaki drugiemu

Przywotane w poprzednim akapicie pojecia sa przez Doktorantke stopniowo i
precyzyjnie przyblizane w kontekscie analizowanych prac matematykéw i ich
praktyki badawczej. Jest to kluczowy element pracy, rzetelnic i poprawnie wykonany

przez Doktorantke.



Kluczem w tych analizach staje sie pojecie dwuwymiarowego (lub
pragmatycznego) realizmu ontologicznego.

Z jednej strony wydaje si¢ ono calkiem proste i naturalne: ukazuje dwa
wymiary obiektu matematycznego, jeden zwiazany z praktyks indywidualng, a drugi
ze spoteczno-historyczng (wiedza dziedziczona). Jednak w procesie tworzenia te
wymiary s3 ze soba sciSle zwiazane. Czasem niezaleznie dzialajacy tworcy tworzyli
(odkrywali?) te same nowe (?) struktury czy teorie (przyktady odkry¢ réwnolegtych).
Dopiero analiza konkretnych prac, stsowanych metod i otrzymanych wynikéw

pozwala na dostrzezenie tego splotu i wspomnianych wymiarow.,

Na koniec chciatbym przedstawi¢ kilka uwag, ktére nasungly mi siec w czasie

lektury.

1. Jak wspomniatem wczesniej, przeprowadzone analizy s3 wykonanie poprawnie,
jednak czgsto ma miejsce ,kotowanie nad zagadnieniem”, wielokrotne
przywotywanie tych samych kwestii, moze potrzebne wobec zlozonosci
omawianego zagadnienia, jednak utrudniajacy odbidr.

2. Odcinanie si¢ od réznych metod uprawiania filozofii matematyki (Z. Krol, B,
Skowron, ktore jak sadze wiele wyjasniaja w badanym przedmiocie; Doktorantka
przyjeta jednak inna metode i zrealizowala badania w jej ramach bardzo dobrze.

3. Interpretacja Dedekinda u Lukasiewicza w ,,0 nauce” wystepuje w interesujgcym
kontekscie, czego Autorka nie zauwazyta. Lukasiewicz uzasadnia, ze
rozumowania aprioryczne (oparte na zdaniach ogolnych i oczywistych, ktérych
wigc nie trzeba udowadniac) nie prowadza do pierwiastkdw tworczych, a mimo to
cala dziedzina tych nauk jest twoércza, bo nauki te nie opieraja si¢ na
doswiadczeniu i nie sa odtworzeniem faktéw. (,,Poradnik dla Samoukéw”, s.
XXXII-XXXIV)

4. Uzyta w mojej pracy z 1990 r. »Metody precyzacji i abstrakcji” sa $cisle zwigzane
ze specyficznym rozumieniem obiekt matematycznego, na ktéry sktada sie:
pojecia, twierdzenie (hipoteza) i jego dowdd oraz kontrprzyktady do twierdzenia
(ten pomyst byt inspirowany metoda ,, dowodéw i kontrprzyktadéw™ opracowana
przez I. Lakatosa w kontekscie jego badan przetlomowych epizodéw z historii
matematyki). Proces uscislenia podstaw matematyki (XIX wiek) zaowocowal
podawaniem $cistych definicji pojeé (a wigc dodawaniem nowych wiasciwosci,
na przyktad do pojgcia ciggtoéci). Nazwatem ten proces precyzacja zauwazajac,
ze doprowadzit on do pojawienia sie kontrprzykladéw do twierdzenia uwazanego
za prawdziwe. Zmniejszyl on jakby pojemnogé logiczng pojg¢ wystepujacych w
twierdzeniu i doprowadzit do pojawienia si¢ luk w dowodzie, domagajgcych sie
wypelnienia nowymi pojeciami. Te nowe pojecia byty obecne implicite w
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kontrprzykladach, ale trzeba je bylo bylo odpowiednio wyabstrahowaé i
zdefiniowac (w procesie abstrakcji). Tym samym sytuacja paradoksalna, w ktorej
do prawdziwego twierdzenia mamy kontprzyktady, zostata rozwiazana. Nie wiem
czy pasuje ona do metody badan stosowanej przez Cantora, o ktérej wspomina
Doktorantka (s. 309—310).

5. Uwazam, ze kluczowe jest zwrdcenie uwagi na roznicg w podejsciu Cantora i
Dedekinda w samym uzywaniu strukturalizmu: Cantora charakteryzuje
perspektywa wewnatrz-strukturalna, natomiast Dedekinda - ponad-strukturalna.To
zagadnienie jest bardzo dokladnie badane na przyktadzie konstrukcji liczba
rzeczywistych oraz podejécia do teorii mnogosci obu matematykéw. Autorka
zauwaza, z¢ ,, O ile u Kantora Strukturalizm wynikato raczej bezposrednio z jego
szczegolowej pracy nad matematycznymi strukturami, o tyle podejscie do the
Kinda bylo zwigzane ze strukturalistyczng kategorig natozona na jego aparat
poznawczy.” (s. 323) To strukturalistyczne podejécie Dedekinda jest nowym
stylem uprawiania wspotczesnej matematyki, gdzie budowane sa modele dla
poszczegélnych teorii matematycznych i sa te modele traktowane jako narzedzia
(w przypadku Dedekinda takim narzedziem byta teoria mnogosci, ale réwniez
konstrukcja przekrojow Dedekinda). Takie strukturalne podejscie  wystepuje
ewidentnie u Bernharda Riemanna (ucznia i przyjaciela Dedekinda, ktory zebrat i
wydatl prace Riemanna, w tym filozoficzne, w ktorych ta metoda je opisana).
Zresztg metoda Riemanna jest bardziej 0gllna i pasuje, jak sadze, do obu
matematykow. Metode Riemanna badania podstaw matematyki (przyktadowo,
wydobywaniu nowych struktur z matematyki klasycznej poprzez analize jej
podstaw czy podawania modeli klasyczne; matematyki dla nowych teorii; dobrze
znany jest przyklad zbudowania cuklidesowego modelu dla geometrii
niecklidesowej; wprowadzenie ogdlnego pojecia rozmaitosci, gdzie poprzez
wyposazenia jej w odpowiednie struktury mozna badaé rézne matematyczne
teorie, na przyklad geometrie rézniczkowa, topologi¢). W polskiej szkole
(logicznej i filozoficznej) zaowocowato to metodg analizy i konstrukcji Jana
Lukasiewicza i analogicznymi metodami u polskich matematykéw.

6. W pracy zauwazylem kilka bledéw jeézykowych (no. zamiast Georg Bernhard
Riemann czy krocej Bernhard Riemann Jest Geirg Riemann) , co na tak obszerng
prace jest dobrym wynikiem.

Chciatem jeszcze odnie$é sie do propozycji podanych przez Doktorantke w koficowej
Cz€¢sci pracy.

Poruszony w pracy problem dychotomii »odkrywanie-tworzenie”, w
kontekscie indywidualnej praktyki matematycznej, uruchamia wiele kategorii
filozoficznych takich jak konstrukcjonizm (epistemologiczny i ontologiczny),
dwuwymiarowy realizm czy strukturalizm (ontologiczny czy epistemiczno-
metodologiczny) i prowadzi do wykroczenia poza t¢ dychotomi¢ wprowadzajac
kategori¢ dopeliajacych sie pojeé: ,konstruowanie-istnienic”. Badania pokazujg



wigc w jaki sposob mozna poprzez badanie tekstow matematycznych 1 praktyki
uczonych wiaczy¢ si¢ do dyskusji na temat klasycznych zagadnieti filozoficznych.

Wedlug p. Karoliny Tytko szczegélne mozliwosci tkwiag w badaniu pojecia

nieskonczonosci, wspdlnego dla filozofii oraz matematyki. Dla Cantora oraz
Dedekinda podmiot matematyczny i jego umyst jest zrédtem nieskoficzonosci
(matematycznej). Je§li w badaniach matematyki otrzymujemy nieredukowalnogé
Swiata matematyki do innych obszaréw (na przyklad logiki), to réwniez podmiot
bytby nieredukowalny, a sama nieskonczonosé mogtaby charakteryzowaé podmiot
analogicznie do tego jak ona okre$la $wiat matematyki.
Jest to propozycja badan antropologicznych warto rozwazenia. Wedtug Doktorantki
ogromne mozliwosci tkwiag w fenomenologii matematyki, ktora na mocy swojej
metody (perspektywa transcendentalna) moglaby wzniesé si¢ ponad podziat
,»odkrywanie—tworzenie”.

Chciatbym jednak zauwazyé, ze metoda" analizy i
konstrukcji" ,zaproponowana przez J. Lukasiewicza i stosowana konsekwentnie w
SLW tez wychodzi poza podzial "odkrywanie-tworzenie". Ta metoda zostala
zastosowana do badania poje¢: przyczyny, prawdopodobicfistwa, prawdy, dyskursu i
wielu innych. Zasadniczo rézni si¢ od metody fenomenologicznej. Jest to tak zwane
modelowe czy semantyczne podejscie, ktdére znalazlo tak pieka realizacje
semantycznej koncepcji prawdy Alfreda Tarskiego. Stad, migdzy innymi, spor
Ingardena ze Szkota Lwowsko-Warszawska. Jan Lukasiewicz wprowadzil t¢ metode
w pracy z 1908 ,,Analiza i konstrukcja pojecia przyczyny”, gdzie ukazuje specyficzne
potaczenie realizmu epistemologicznego i konstruktywizmu. To metodologiczne
podejscie stalo si¢ pozniej charakterystyczne dla SLW.

Podsumowujac, stwierdzam, ze praca doktorska p. Karoliny Tytko Cantora i
Dedekinda filozofie matematyki. Analiza poréwnawcza w sposob  szczegdtowy,
poprawny 1 interesujagcy omawia podejmowane zagadnienia. Korzysta z wielu
waznych i kluczowych opracowan w tym temacie, zachowujac przy tym oryginalnos¢
podejscia, szczegélnie poprzez opracowana, wprowadzong i realizowang metode
badawczg. Jest wigc praca oryginalng i nie narusza niczyich praw autorskich.

Przyjeta metoda i odpowiedni dobor zrédet pozwolily zrealizowaé zatozone
cele pracy. Dlatego uwazam, Ze stanowi wystarczajaca podstawe do ubiegania si¢ o
stopiefi naukowy doktora. Wnosze wiec o dopuszczenie mgr Karoliny Tytko do
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dalszych etapéw przewodu doktorskiego.



