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1. Celem rozprawy jest rekonstrukcja zalozen filozoficznych w pracach Richarda Dedekinda i Georga
Cantora. Z dorobku Dedekinda wybrano prace o liczbach rzeczywistych i naturalnych: Stetigkeit und
irrationale Zahlen (Dedekind 1872) oraz Was sind und was sollen die Zahlen (Dedekind 1888). W
przypadku Cantora sg to Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen (Cantor 1872) oraz artykuly z teorii mnogosci. Autorka stara si¢ podwazyé powszechne
w literaturze filozoficznej przekonanie o platonizmie Cantora i konstruktywizmie Dedekinda; od-
powiednio przypisuje Cantorowi ,konstrukcjonizm poznawczo-metodologiczny” oraz ,ontologiczny
strukturalizm”, natomiast Dedekindowi ,strukturalizm epistemiczno-metodologiczny” oraz ,kon-
strukcjonizm”. Definicje tych pojeé sa zbyt ogblne i w recenzji pominiemy je. Faktyczne zestawienie
stanowisk filozoficznych Cantora i Dedekinda Autorka otrzymuje poréwnujac konstrukcje liczb rze-
czywistych z (Dedekind 1872) i (Cantor 1872). W czesci krytyczne] skupimy sie na tym przykladzie.

Zasadnicza teza rozprawy jest $miala, ale argumentacja bardzo zlozona i oparta na blednym
— w opinii recenzenta — odczytaniu tekstéw Zrédlowych. Odtworzenie toku rozumowania Autorki
oraz wskazanie bledow zajmie nam sporo miejsca, co znaczy, ze nie sa to ewidentne pomylki, proste
odstepstwa od przyjetych w literaturze przedmiotu ustalen.

Generalny obraz jest nastepujacy. Cantor i Dedekind konstruuja liczby rzeczywiste. Cantorowi
mozna przypisaé poglad, ze liczby rzeczywiste opisuja linig prosta (kontinuum geometryczne), a
kontinuum to jest obiektem platoriskim. Autorka natomiast wykazuje, ze Cantor konstruuje konti-
nuum geometryczne na wzor liczb rzeczywistych; pisze mianowicie: ,,Cantor nie korzystal z pojecia
stricte prostej geometrycznej, a tym bardziej z intuicji geometrycznej, a skonstruowal prosta wedlug
przepisu na liczby rzeczywiste” (s. 65).

W zwiazku z konstrukcjg liczb rzeczywistych Dedekind, napisal, ze liczby niewymierne sg ,stwa-
rzane”. Wielu komentatoréw wigze te deklaracje z konstruktywizm. Autorka natomiast pokazuje, ze
najwazniejsza cecha liczb rzeczywistych, mianowicie ciaglosé, zostala raczej ,,wydedukowana”, niz
stworzona: ,Dedekind nie wymyélil, nie stworzyl w umysle czy tez przy pomocy umystu (a przy-
najmniej nie catkiem) formalnej definicji owej wladciwodei [chodzi o ciaglosé — PB], ale w znaczny
sposéb ja wydedukowal” (s. 122). Jak zobaczymy, Dedekind ,wydedukowal” cigglodé z idealnej
prostej”.

Tak wiec Cantor skonstruowat liczby rzeczywiste, ktére opisujg réwniez skonstruowane kontinu-
um geometryczne; Dedekind konstruujac liczby rzeczywiste wykorzystal wlasnosé, ktéra ,wydedu-
kowal” z ,idealnej prostej”. Teza odwazna, ale — zdaniem recenzenta — nie znajduje ona oparcia w
tekstach Zrédlowych, o czym nizej w pkt. 4., przy czym najwazniejsze sg podpunkty 4.1 oraz 4.3.
2. Autorka duzo uwagi poswieca metodologii rozprawy sugerujac, ze jej interpretacja wynika z nowej
metody analizy tekstu. Metoda ta polega, z jednej strony, na zaadoptowaniu koncepcji filozofia w
nouce wypracowanej przez prof. Michala Hellera, z drugiej, na przyjeciu zatozeh nowego nurtu w
filozofii matematyki, ktéry funkcjonuje pod nazws philosophy of mathematical practice.

Koncepcja Hellera — jak czytamy — oryginalnie opracowana w zwigzku z interpretacja filozofii
Newtona i Leibniza, zostala przystosowana do tematu rozprawy i Autorka tak ja charakteryzuje:



W oparciu o wyszczegélnione przez Michala Hellera zakresy badawczej problematyki, mozna wziac
pod uwage ponizsze kwestie

(1) wptyw deklarowanych zalozen filozoficznych Cantora i Dedekinda na tworzone przez nich
teorie, jak réwniez na ich praktyke matematyczna (gléwnie metodologie);

(2) préby wyodrebnienia filozoficznych zagadniefi z badanych zagadnien matematycznych (cho-
dzi tutaj o podstawowe aspekty ontologii oraz epistemologii, zawartych w matematycznych tre-
§ciach;

(3) az wreszcie ogblne filozoficzne refleksje, dotyczgce wybranych matematycanych

zalozen” (s. 32—33).

Philosophy of mathematical practice wiaze sig z postulatem analizy tekstéw matematycznych z
uwzglednieniem kontekstu historycznego i matematycznego, z uwzglednieniem heurezy, argumentéw
odwolijacych sie do diagraméw, roli symboli i jezyka naturalnego. Dzigki temu tekst matematycz-
ny nie jest redukowany do twierdzenia i dowodu; twierdzenie jest traktowane jako odpowiedZ na
problem osadzony w kontekscie historycznym i matematycznym, dowod za$ nie sprowadza si¢ do
schematéw znanych z podrecznikéw logiki matematycznej. Szeroki przeglad wynikéw otrzymanych
tg metoda zawiera pieciotomowa edycja Handboook of History and Philosphy of Mathematical Prac-
tice, Springer 2024, pod redakcjg Bharatha Sriramana (pozycji tej nie ma w Bibliografii rozprawy,
w wers]i ksiazkowej ukazata si¢ w polowie tego roku). W oceniane] rozprawie philosophy of mathe-
matical practise jest charakteryzowane na podstawie artykuléw Jessici Carter.

Faktycznie jednak, gdy dochodzi do interpretacji prac Dedekinda i Cantora zalozenia philoso-
phy of mathemtical practice sa stosowane wybidrczo. Wymienie cztery kwestie, wazne z uwagi na
zasadniczg teze rozprav{ry, zwiazane kolejne z odniesieniem do historii, rysunkiem, matematyks i
jezykiem naturalnym.

(i) Cantor i Dedekind przyjmuja, ze na linii prostej istnieja tylko liczby wymierne i niewymier-
ne i nie ma trzeciej mozliwosci, nie ma innych liczb, na przyklad nieskoficzenie matych. Wynika
to ze szczegdlnej interpretacii teorii opracowanej w matematyce greckie] o odcinkach wspéimier-
nych i niewspéhmiernych. W pracach (Cantor 1872) 1 (Dedeckind 1872) zalozenie to jest ukryte w
definicji funkcji, ktéra przeprowadza punkty prostej na liczby wymierne (Cantor), albo liczbom
wymiernych przyporzadkowuje punkty (Dedekind) i gdzie dochodzi do zamiany pojgé wspéimier-
ne-niewspoéimierne na wymierne-niewymierne. Wyjadniajac te kwestie mozna otrzymaé wiele in-
formacji o tym, jak Cantor i Dedekind rozumieli linie prosta. W rozprawie ten watek potraktowano
zdawkowo, a o funkcji, ktéra laczy punkty z liczbami czytamy ,doé¢ oczywiste intuicyjnie przypo-
rzgdkowanie”.

(ii) W §3 (Cantor 1872) zamieszczony jest rysunek. Autorka nie zbadala, jaka rolg on pelni.
Czy reprezentuje linig prosta, czy liczby rzeczywiste? Czy dziedzing szeregéw trygonometrycznych,
o ktérych traktuje praca Cantora jest of przedstawiona na diagramie?

(iii) W §2 (Dedekind 1872) opisany jest porzadek punktéw na prostej; czy jest on definiowany,
czy jest to pojecie pierwotne? Nastepnie Dedekind poréwnuje porzadek punktéw z porzadkiem
liczb wymiernych. Czy porzadek liczb wymiernych jest definiowany, czy jest pojeciem pierwotnym?
W rozprawie przeczytamy, ze ,lstota porzadku liczb wymiernych wedlig Dedekinda bylo to, co
nastepuje: Réinoséé dwéch liczh wymiernych objawia sig¢ w tym, Ze réinica a — b ma albo wartosé
dodatnig, albo ujemng” (s. 139). Jest to faktycznie jedno z wazniejszych zdan rozprawy Dedekinda,
ale Autorka. nie zbadala, jaki jest jego status, czy jest to aksjomat, twierdzenie, a moze definicja?
Jaki jest status tego zdania we wspdlczesne] matematyce?

(iv) W § 3 (Dedekind 1872) podana jest definicja ciaglosci porzadku; w § 6 znajdujemy definicjg
ciaglosci dzialafi. W obu przypadkach Dedekind stosuje to samo pojecie Stetigkeit. Czy wplywa to
na interpretacje pracy Dedekinda? Czy Autorka powtérzylaby teze, ze to pojecie ciggloéei takze
zostalo ,wydedukowane”?



3. Rozprawa jest bardzo obszerna — liczy 355 stron; argumentacja jest podzielona na sze§é roz-
dzialéw zatytulowanych jak nastepuje: (rozdz. 2) Konstrukcjonizm epistemologiczny u Cantora i
Dedekinda, (3) Strukturalizm metodologiczno-epistemiczny oraz ontologiczny u Cantora i Dedekinda,
(4) Zagadnienie realizmu ontologicznego v Cantora i Dedekinda, (5) Krytyczna ocena dominujgcych
interpretacyi: Cantor-platonik i Dedekind-konstruklywista, (6) Metodologie badawcze Cantora i De-
dekinda. Calo$é dopelniaja Wstep 1 Zakoriczenie, odpowiednio rozdz. 1.1 7.

Osobna, wyrdzniona czedé stanowia przypisy numerowe w sposdb ciagly — jest ich 888. Niektore
z nich zawieraja odrebne argumenty, inne — dopowiedzenia, jeszcze inne — odniesienia do literatury.

Wiéréd przypiséw sa tez i takie, ktére stanowia wprowadzenia do osobnych ksiazek. Oto przy-
klad: ,,Cantor prébowal bronié teoriomnogosciowej tezy, w ktérej przypisywal formalnemu znakowi
wielkoéci aktualnie nieskoficzenie duzej semantyczng tre§é (wprowadzal pewne novum, ktére moglo
by¢ posadzone o kontekst intuicyjny i brak formalizmu)” (s. 299). Zdanie to opatrzone jest jeszcze
przypisem: ,Nalezy podkresli¢, ze Cantor mial prawo podtrzymywaé paradygmat éwezesnej analizy,
ktéry wykluczal nieskoficzenie male wielko$ci jako zbyt intuicyjne (czy w ogéle intuicyjne). Wte-
dy nie bylo jeszcze formalnie opracowanej teorii systeméw niestandardowych. Pierwszy takie prace
wykonal Abraham Robinson w 1961: A. Robinson, Non-standard analysis, ,Proceedings Royal Aca-
demy, Amsterdam” 64, (1961), 432-440. Nalezy tez zwrdci¢ uwage da dodatkowsy rzecz. Otdz nawet
jesli w problemie nieskoficzenie malych bylo cos, co przyciagalo na tyle mocno intuicje Cantora,
ze z nimi walczyl (zamiast je np. w jaki$ sposdb badaé i uwzgledniaé), to podwigcit on naprawde
ogromny ilos¢ czasu i wysitkéw, aby do matematyki, mimo oporu §rodowiska, wprowadzi¢ teorie
zbioréw zawierajacq nieskoficzonoéé aktualng (liczby pozaskotficzone).”

Pomijajac styl i bledy, nieskoficzenie male i podstawy rachunku rézniczkowe to temat na od-
rebna ksiazke. W zwiazku z zasadnicza tezg rozprawy wystarczylo jedynie pokazaé, skad pochodzi
zalozenie, ze na prostej istniejg tylko takie punkty, ktére odpowiadaja liczbom wymiernych lub
niewymiernym.

Przypisy zawierajg takze cytaty z oryginalnych prac Cantora i Dedekinda chociaz zaden argu-
ment nie jest oparty na oryginalnej wersji. -

Bibliografia obejmuje ponad 300 pozycji w jezyku polskim, niemieckim, angielskim, francuskim
i wloskim; odniesienia do literatury nie sg zredagowane w standardzie Harvard, czy jakim$ po-
dobnym; przywolujac w przypisach dana pozycje Autorka za kazdym razem powtarza pelny tytul
ksigzki lub artykulu.

Rozprawa zawiera liczne odniesienia do najnowszej literatury filozoficznej, ktére zwickszajac
objetoéé nie wnosza niczego do argumentacji. Dla przykladu, Autorka opisuje rozumienie intuicji
u Kanta, Brouwera, Poincare, Husserla, Anscombe, Searla i Giaquinto (ss. 36—40), chociaz z tego
nie wynika, jakie rozumienie intuicji przyjeta w rozprawie.

Lektura rozprawy jest trudna z uwagi na styl Autorki, ktéra w jednym zdaniu prébuje zamknaé
gonitwe wielu myéli. Oto przyklad: ,Powyzsze stwierdzenia [Dedekinda — PB] mozna odnie$é za-
réwno do cigglosci, ktdrg to wlasciwodé — z pochodzenia intuicyjng i geometryczng — wprowadzil
jako (pewien nieformalny) aksjomat konstrukeji zbioru liczb rzeczywistych, czynige ja warunkiem
kategorycznodci modelu” (122).

Mamy tu cztery tezy na temat ciggloéci i trudno rozstrzygnaé, jaki jest zwigzek miedzy nimi.
Ciggloéé (i) to wlasnoéé ,intuicyjna”, (ii) to wlasno$é ,geometryczna”, (iii) to ,nieformalny ak-
sjomat” konstrukeji liczb rzeczywistych, (iv) Dedekind uczynil ciggloéé warunkiem kategorycznosci
modelu. Zdanie (iv) mozna skojarzyé z twierdzeniem o kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczy-
wistych, ale Dedekind nie znal tego twierdzenia, ani pojecia kategorycznodci. Jeéli (iii) odnosi sig
do §5 (Dedekind 1872), to ciaglo$é liczb rzeczywistych jest twierdzeniem. Zgodnie z definicja =z
§3 (Dedekind 1872) cigglosé jest charakterystyka porzadku liniowego, dlaczego zatem porzadek
uznaje Autorka za pojecie geometryczne? A wreszcie w zwigzku z (i) mozna sie zastanawiaé, czy sg
jakie$ wlasnoSci nieintuicyjne, czy na przyklad zgodnoéé porzadku z dodawaniem, ktéra Dedekind



niejawnie stosuje w dowodach z § 4, to wlasnoéé intuicyjna czy nieintuicyjna?

Zdan tego typu jest bardzo duzo.

Praca (Cantor 1872) jest cytowana w przekladzie Jerzego Pogonowskiego bez wskazania thuma-
cza.

Rozprawa zawiera 13 diagramdw, ktére w spos6b syntetyczny maja opisywaé konstrukeje Can-
tora i Dedekinda; rysunek 11 ilustrujacy przekroje Dedekinda zostal zaczerpniety z literatury bez
wskazania autora.

Rozprawa zostata napisana w edytorze WORD i formuly matematyczne nie sg dobrze zloZone.
Do edycji pracy z filozofii matematyki lepszy bylby program ITEX.

4. W tej czeéci oméwie analizy prac (Cantor 1872) 1 (Dedekind 1872) przedstawione w rozprawie; sg
to analizy wybranych fragmentéw, przedstawiane w réznych rozdzialach i w réznych kontekstach.
Tym niemniej analiza prac (Cantor 1872) i (Dedekind 1872) to najciekawszy watek rozprawy.

Nowe w stosunku do literatury przedmiotu sa wyréznione zagadnienia, na podstawie ktérych
poréwnywane sg stanowiska filozoficzne, mianowicie:

(1) konstrukgje,

(2) liczby wymierne,

(3) linia prosta,

(4) nieskonczenie male.

Generalna uwaga do tej czegéci jest nastepujaca: prace Cantora i Dedeknda tatwo analizowaé
w taki sposéb, ze uwzgledniajac kontekst historyczny bierzemy pod uwage, jak dana kwestia jest
ujmowana we wsp6lczesnej matematyce. Spojrzenie ze wspélczesne] perspektywy pozwala zobaczy¢,
ktére kwestie zostaly rozwiazane matematycznie, a ktére przejela filozofia.

4.1a Konstrukeja vs definicja liczb rzeczywistych. Tej kwestii poswiecono rozdz. 2 rozprawy. Cazy-
tamy tam: ,,W tym rozdziale bedziemy chcieli pokazaé, iz zbiér liczb rzeczywistych zostal przez
Cantora nie tyle zdefiniowany, co skonstruowany” (s. 49).

Przeciwstawienie konstrukcji i definicji liczb rzeczywistych jest ciekawe. W literaturze filozo-
ficznej i matematycznej nie jest ono omawiane, dlatego wymaga wyjatkowej precyzji. Rozprawie
brakuje jednak odréznienia pojeé konstrukeja i definicja; brakuje tez odpowiedzi na pytanie, czy
istnieje definicja liczb rzeczywistych. Czy za definicje mozna uznaé zdanie Liczby rzeczywiste to
najwieksze ciato archimedesowe (Hilbert 1900), albo Liczby rzeczywiste to cialo uporzgdkowane
w sposéb ciggly (Birkhoff, Mac Lane 1941), albo Liczby rzeczywiste to szczegdlne (przemienne -+
wymiar topologiczny 1) cialo topologicane (Pontriagin 1932)7

Autorka pisze: ,konstrukcja R [liczb rzeczywistych — PB] jest zbyt skomplikowana, aby nazwaé
ja definicja” (s. 65). Wspdlezesnie jednak konstrukeja liczb rzeczywistych jest przedstawiana jako
zbiér ilorazowy C/= (gdzie C to ciggi liczb wymiernych spelniajace warunek Cauchy’ego). Przyjmuje
sie, ze to jest wlaénie definicja zbioru R — definicja przez abstrakcje. Jaka jest zatem réznica migdzy
konstrukcja a definicja?

Za pomoca konstrukeji rozumianej jako zbiér ilorazowy mozna wyjasnié slynne stwierdzenie
Dedekinda o stwarzaniu liczb niewymiernych. Interpretujac deklaracje Dedekinda o ‘stwarzaniu’ w
kontekécie historycznym uwzgledniamy, Ze nie zna on konstrukcji ilorazowej. Heine, Cantor, De-
dekind nie znali techniki zbioru ilorazowego, dlatego pisza, Ze liczba rzeczywista to znak (Heine,
Cantor), albo, ze liczba rzeczywista jest ,stwarzana” (Dedekind). Autorka przyjmuje interpreta-
cje, Ze ‘stwarzanie’ jest czyms$ réznym od konstrukeji i definicji, i pisze o ,,pozakonstruktywnych
srodkach argumentacji”: ,W powyzszym cytacie rzeczywiscie po raz kolejny mamy do czynienia
ze sugestia, ze liczby [naturalne — P.B.] sg stwarzane przez umysl. Jednakze, tak jak w przypadku
ystwarzania” (erschaffen) liczb niewymiernych, tutaj réwniez argumentujemy, ze owo stwarzanie
liczby nie jest okresleniem bezpogrednim wobec tej doslownej czynnosci, a raczej odwolaniem sig
do pozakonstruktywnych érodkéw argumentacji” (s. 94).



4.1b Konstrukcja granicy. Czytamy: ,W niniejszym podrozdziale postaramy sie wskazaé takie
obiekty, ktore Cantor wprowadzal w sposéb bardziej bezpoéredni poprzez opisy ich konstrukeji.
Pierwszym takim obiektem sg granice ciaggéw” (s. 62).

Taka interpretacja to odstepstwo od oryginalnego tekstu. Cantor pisze: ,,T¢ wlasnosé ciagu (1)
[warunek Cauchy’ego — PB] wyrazam slowami: Ciag (1) ma granice b” (Cantor 2016, 170). Innymi
slowy, ‘ciag spelnia warunek Cauchy’ego’ i ‘ciag ma granice’ to synonimy. Ale warunek Cauchy’ego
jest zadany definicja. Dlatego w miejsce "konstrukeja’ powinno byé ‘definicja granicy’.

Autorka komentujac przytoczone zdanie Cantora przyjmuje jakie§ ,konstrukcyjne operacje”:
y,Jednoczednie wielkosci b staja sig dla niego wielkoSciami liczbowymi. W tym miejscu réwniez
obserwujemy konstrukcyjne operacje, jakie byly zauwazalne w centrum praktyki matematycznej
Cantora” (s. 63).

Uwzgledniajac kontekst historyczny oraz to, jak w dzisiejszej matematyce jest traktowana ta
kwesta, zamiast ,konstrukcyjne operacje” powiemy, ze liczba jest definiowana jako klasa abstrakeji.

4.1c Konstrukcja linii prostej. Czytamy w rozprawie: ,,Cantor nie korzystal z pojecia stricte prostej
geometrycznej, a tym bardziej z intuicji geometrycznej, a skonstruowal prosta wedlug przepisu na
liczby rzeczywiste” (s. 65).

Cantor ustala izomorfizm miedzy prosta a liczbami rzeczywistymi i na tej podstawie mozemy
wnosié, co rozumie przez prosta. W zwigzku z tym odrézniamy odwzorowanie z prostej do R oraz
z R na prosta.

Odwzorowanie z prostej do R. Zacytujemy nizej odpowiedni fragment pracy Cantora:

»Punkty linii prostej sg pojeciowo okreslone przez to, ze podaje sig, w lezacej u podstaw jednostce
miary, ich odciecte, ich odleglosci od ustalonego punktu o linii prostej, ze znakiem + lub —, w za-
leznoéci od tego, czy rozwazany punkt lezy we (wezesnicj ustalonej) dodatniej lub ujemnej czesci
prostej.

Jesli ta odleglosé jest w stosunku wymiernym do jednostki miary, to bedzie ona wyrazona przez
wielko$é liczbowa, z dziedziny A; w innych przypadkach, gdy punkt jest na przyklad zneny na mocy
jakiej$ konstrukcji, zawsze mozliwe jest podanie ciggu:

(1) 015,025+ 30nsye. ey

ktéry ma wlasnoéé wyrazong w § 1 oraz pozostaje w takim zwigzku do rozwazanej odleglosci, ze
punkty linii prostej, ktére otrzymujg odlegloéci a1, as,- . ., an, . . . Wraz ze wzrastajaca n zblizaja sig
nieskoficzenie do owego okreslonego punktu” (Cantor 2016, 175).

Przypisujac punktom liczby rzeczywiste Cantor przyjmuje: (1) algorytm dzielenia z resztg ( ,,jesli
ta odleglodé jest w stosunku wymiernym do jednostki miary”, Elementy, ks. X, def 1, tw. 1-3), (2)
wyrézniony punkt o na prostej, (3) odcinek jednostkowy 1, (4) zamienia greckie pojecie odcinkéw
wspo6tmiernych i niewspétmiernych na odeinki wymierne i niewymierne (wymierne lub niewymierne
to wspoimierne lub niewspéimierne z odcinkiem jednostkowym), (5) ,punkt znany na mocy jakiej§
konstrukeji” mozna aproksymowaé ciggiem Cauchy’ego liczb wymiernych.

Cantor jest przekonany, ze zalozenia te wynikaja z Elementéw Euklidesa — pisze o tym pod
koniec § 1. Wiemy jednak, ze zalozenie (3) wprowadzil do matematyki Kartezjusz, a przez poréw-
nanie z odcinkiem jednostkowym zmienil si¢ sens poje¢ wspélmierny—niewspélmierny na wymier-
ny—niewymierny, zalozenie (5) nie bylo powszechne.

Dedekind, gdy ustala zwigzek miedzy liczbami wymiernymi a prostg, (Dedekind 1872, § 2) przyj-
muje nastepujace zatozenia: (1) twierdzenie Elementy, V1.9, o podziale odcinka na n czesci, (2)
wyrézniony punkt o na prostej, (3) odcinek jednostkowy 1. Ponadto, gdy przyjmuje, Ze na prostej
poza punktami odpowiadajacymi liczbom wymiernym istnieja inne punkty, przyjmuje zalozenie o
odcinkach wspélmiernych i niewspéimiernych.

W rozprawie natomiast czytamy: ,,W pierwszej kolejnosci [Cantor — P.B.] zastosowal dosé¢ oczy-
wiste intuicyjnie przyporzadkowanie. Kazdemu punktowi prostej przypisal jedna liczbe rzeczywista,



poprzez okreélenia dla kazdego punktu odleglodci od punktu 0 (tj. od konkretnego wyrdéznionego
punktu)” (s. 66).1

Przyporzgdkowanic to nic jest intuicyjne, ale oparte na wskazanych zalozeniach. Co wigce]
zalozenia (5) nie przyjmuje Dedekind i wiasnie z tym zalozeniem mozna wigzaé platonizm Cantora:
kazdy punkt na prostej jest kohcem odcinka wspdlmiernego lub niewspdlmiernego z odcinkiem
jednostkowym — nie wynika to z zadnej teorii matematycznej.

Odwzorowanie z R na prostg. Cantor nie odpowiada na pytanie, czy na prostej sg punkty inne
niz ,znane na mocy konstrukcji”, tym niemniej przyjmuje aksjomat, ze kazdej liczbie rzeczywistej
odpowiada punkt na prostej. W zwiazku z tym aksjomatem w rozprawie Pani Tytko czytamy:
,Pytanie, jakie si¢ tutaj nasuwa, dotyczy tego, czy Cantor byl jako$ przekonany o tej zaleZnodci
miedzy prostg geometryczna a liczbami rzeczywistymi i tylko [1] nie wiedzial, jak ja udowodnié
(stad aksjomat), czy tez w sposéb zamierzony [2] zdefiniowal prosty rzeczywista, niemajaca pod
katem matematycznym, jak i ontologicznym zbyt wiele wspélnego z prosta, okredlang w aksjomatach
geometrii. Jesli przyjmiemy pierwszg wersje, mozna bedzie Cantorowi przypisaé¢ w tym miejscu jego
zalozenia platonistyczne, [...] JeSli natomiast przyjmiemy drugg wersje, mozemy przypisaé jego
praktyce pewne przestanki dotyczace konstrukcjonizmu, |...]. Opieramy si¢ na drugiej propozycii,
poniewaz nie koliduje ona z deklarowanym, ale tez jako$ zauwazalnym w matematycznej praktyce
Cantora, odrzucaniem intuicji” (s. 67—68).

Ad [1] Autorka powinna sprawdzié, jak wspélczednie rozwigzuje si¢ podobny problem. I tak
(Birkhoff 1932) przyjmuje aksjomat, ze prosta jest izomorficzna z R; w (Borsuk, Szmiclew 1972)
jest to twierdzenie, przy czym do aksjomatdw geometrii wigczony jest aksjomat. W jednym i drugim
przypadku mamy rozbudowany system aksjomatdéw geometrii. Cantor nie odnosi si¢ do aksjomatéw
geometrii, a jedynie do Elementéw Euklidesa .

Ad [2] Autorka nie postawila pytania o cel artykulu (Cantor 1872); nie wzigta tez pod uwage
tego, ze w § 3 jest rysunek reprezentujacy linie prosta.

Po co zatem Cantor konstruuje liczby rzeczywiste? Ot6z chodzi o pojecie pochodnej zbioru —
zhioru punktéw. Po ustanowicnie bijekcji migdzy R a prosta, na tej drugiej mozna zdefiniowaé
pochodng zbioru. Inaczej niz we wspélczesnej matematyce, u Cantora prosta rzeczywista (o$ liczb
rzeczywistych) opisuje linig prosta. Tak, Cantor byl przekonany, ze liczby rzeczywiste majg opisywaé
linie prostg i po to zostaly wprowadzone.

Artykul (Cantor 1872) jest kontynuacja wezesniejszej pracy poswigconej szeregom trygonome-
trycznym. Obie prace traktujg o szeregach trygonometrycznych na prostej; chociaz znano analitycz-
ne przedstawienia funkcji trygonometrycznych, to funkcje trygonometryczne wigzano z geometrig.
Mozna wiec przyjaé, ze liczby rzeczywiste sg konstruowane, ale ‘platonskim’ przedmiotem jest linia
prosta; liczby rzeczywiste stuzg do opisu prostej. Podobnie jest z innymi pojeciami wprowadzonymi
przez Cantora. Moc zbioru punktéw jest kontinuum, bo to jest moc kontinuum geometrycznego,
czyli linii prostej; w innej pracy Cantor dowodzi twierdzenia o typie porzadkowym kontinuum,
czyli linii prostej — we wspblezesnej matematyce jest to typ porzadkowy przedzialu domknigtego
liczb rzeczywistych. NajwyraZniej platonizm Cantora rysuje sie w zatozeniu, ze kazdy punkt proste]
jest koficem odcinka wspétmiernego lub niewspéhniernego z odcinkiem jednostkowym, ale Autorka
uznala to za ,doéé oczywiste intuicyjnie”.

4.2 Liczby wymierne (ss. 138—147). Jest istotna réznica w podejéciu Cantora i Dedekinda do liczb
wymiernych: Cantor przyjmuje liczby wymierne jako dane, Dedekind charakteryzuje liczby wymier-
ne aksjomatami; podkresla wewngtrznoéé dziatan, nie podaje aksjomatéw dotyczacych elementéw

1Podany w przypisie rozprawy cytat odnosi sie do innej kwestii. Autorka cytuje mianowicie takie zdanie: , Do
kazdej wielkosci liczbowe]j przynalezy zatem okreslony punkt, jednemu punktowi jest jednak przyporzadkowanych
niezliczenie wiele réwnych wielkosci liczbowych jako wspdlrzednych w powyzszym sensie; gdyz z czysto logicznych
powodéw wynika, jak jus to wyzej zaznaczano, ze réwnym wielkosciom liczbowym nie moga odpowiadaé rézne
punkty oraz Zze nieréwnym wielkosciom liczbowym jako wspélrzednym nie moze byé przyporzadkowany jeden i ten
sam punkt” (Cantor 2016, 173).



neutralnych; wyjatkowo dokladnie opisuje porzadek jako przechodni, gesty i taki, ze kazda liczba
wyznacza przekrdj (z tego warunku wynika prawo trychotomii). Dodatkowo pisze:

»Roznosé dwoch liczb wymiernych a, b widoczna jest w tym, ze réznica a — b ma albo wartosé
dodatnia, albo ujemna”.

Z tego warunku takze wynika prawo trychotomii, w tym przypadku jednak porzadek jest zwig-
zany z dodawaniem.

W rozprawie Dedekinda nie jest wiec jasne, czy porzadek musi byé zwiazany z dzialaniami.
Dodajmy do tego, ze Dedekind nie podaje aksjomatu zgodnoéé porzadku z mnozeniem, aksjomatu
Archimedesa, czy innego warunku, z ktérego wynika, ze liczby wymierne sg najmniejszym cialem
uporzgdkowanym.

W rozprawie natomiast czytamy: ,Istota porzadku zbioru liczb wymiernych wedtug Dedekinda
byto to, co nastepuje:

,R6zn0é¢ dwéch liczb wymiernych a, b widoczna jest w tym, ze réznica a — b ma albo wartoéé
dodatnia, albo ujemnsg’. Jak widaé, porzadek w zbiorze liczb rzeczywistych laczy sie u Dedekinda
§ciéle z okreSlonymi na tym zbiorze dzialaniami. W zwigzku z tym, strukturalistyczne podejscie,
spowodowalo ze matematyk z Brunszwiku przyjal na poczatku istnienie calej struktury matema-
tycznej wraz z operacjami, ktére ja charakteryzuja — zbiér liczb wymiernych wraz z okreslonym
porzadkiem oraz dzialaniami” (s. 139).

I dalej: ,,Tego typu praktyka matematyczna jest charakterystyczna dla Dedekinda, u ktérego
obserwujemy skupienie na calej strukturze, i konsekwentne wprowadzanie krok po kroku wszystkich
niezbednych jej elementéw” (s. 141).

Tak wiec, mimo ze z analizy tekstu wynika, iz Dedekind tylko czeSciowo opisal strukture ciala
uporzadkowanego, Autorka prébuje bronié strukturalizmu Dedekinda.

W innym miejscu obrona tego stanowiska przyjmuje groteskowy wyraz: ,Blaszczyk zastanawia
sie nad brakiem opisu wlasnoéci liniowosci porzadku u Dedekinda, tj. jego zgodnosci z dziataniami.
Mozna przyjaé, iz brak potrzeby opisu tej wlasnosci przez Dedekinda moze byé interpretowany
jako pewien argument za teoria matematyki ucieleénionej, czy tez po prostu za — ponownic —
strukturalistycznym podejéciemn matematyka z Bruszhwiku. Dlatego, Zze nieujecie przez Dedekinda
pewnej ogdlnej wiasnosci w teoril (co nie bylo réwnoznaczne z jej niespelnieniem przez te teorig),
mogto wynikaé z tego, Ze w procesie abstrahowania i formalizowania pewnych aspektéw intuicji po
prostu o tej wlasnosci zapomnial. Mogta by¢ ona w zbyt oczywisty sposéb zwigzana z intuicjg o
strukturze, ktérg zamierzal formalnie opisaé i uporzadkowaé (s. 140, przypis 382 ).

Czyli — wedlug Autorki — Dedekind wiedzial, ale zapomnial. Tak mozna by bronié strukturalizmu
Dedekinda, gdyby w roku 1872 zgodnoéé porzadku z dodawaniem i mnozeniem byly znane, ale
wlasnoéci te pierwszy raz zostaly wprost zapisane dopiero w aksjomatach ciala uporzadkowanego
w pracach Hilberta Grundalgen der Geometrie (1899) oraz Uber den Zahlbegrieff (1900).

4.3 Linia prosta u Dedekinda.

»Powyzej przedstawiona analiza pracy Dedekinda, majaca na celu ukazanie pewnego 'wybrako-
wania’ zbioru liczb wymiernych, ujawnia jedna, istotna rzecz. Ot6z zauwazmy, iz Dedekind pokazuje
czeéciowe podstawy i geneze swojej definicji wlasciwoscl cigglodei..Chodzi o te skiadowa definicji,
ktéra wywodzi si¢ bezposdrednio z problemu niezawierania liczb niewymiernych przez zbiér liczb
wymiernych, a wigc problemu specyficznego 'wybrakowania’ tego zbioru. Zauwazmy przy tym, iz
Dedekind omija tutaj cala problematyke konstruowania liczb przy pomocy ciagéw. Przyjmuje je
jako gotowe, juz istniejace — dotyczy to zaréwno liczb wymiernych, jak i liczb niewymiernych.
Podstawg jego rozwazan jest gotowy zbiér liczb wymiernych, a nastepnie — uzupelniony o liczby
niewymierne — zbiér liczb rzeczywistych. Dowodzi to, ze Dedekind nie wymy$lil, nie stworzyl w umy-
§le czy tez przy pomocy umyslu (a przynajmniej nie calkiem) formalnej definicji owej wlasciwosci,
ale w znaczny sposéb ja wydedukowal” (s. 122).



4.3a Niecigglosé liczb wymiernych. Niecigglosé liczb wymiernych jest opisywana w (Dedekind 1872)
na dwa sposoby: na podstawie argumentu opartego na geometrii (§ 2—3), oraz na podstawie de-
finicji ciaglodci (§4). W pierwszym przypadku nieciagloé¢ oznacza, Ze na prostej istnieja punkty,
ktére nie odpowiadajg liczbom wymiernym. W tym argumencie Dedekind korzysta z wielu zalozen
geometrycznych, a liczby wymierne nie sg przedstawiane jako zbiér liniowo uporzadkowany. Cantor
powtarza ten argument; ponadto Dedekind i Cantor opisuja ten argument skrétowo, tak iz mozna
przyjaé, ze w tamtym czasie byla to wiedza powszechna. W podsumowaniu tego watku Dedekind
pisze:

,Jesli teraz chcemy, a to wlasnie jest nasze zyczenie, oddaé na sposéb arytmetyczny wszystkie
zjawiska na prostej, to liczby wymierne do tego nie wystarcza” (Dedekind 2017, 174).

W § 4 nieciggloéé odnosi si¢ do zbioru Q z porzadkiem liniowym. Dedekind stosuje wtedy defi-
nicje cigglosci — zaden przekroj nie wyznacza luki (§ 3) — i pokazuje, ze w (Q, <) istniejg przekroje
typu luka. Ten dowéd nie jest zwigzany z geometrig. Porzadek liniowy na Q jest wprowadzony
aksjomatami w § 1. To jest calkowicie oryginalny argument Dedekinda.

Autorka lgczy te dwa znaczenia nieciggloéei i przyjmuje, ze nieciaggto$é liczb wymiernych polega
na tym, ze liczbom wymiernym ,brakuje” liczb niewymiernych oraz na tym, ze w zbiorze upo-
rzadkowanym (Q, <) istnieja przekroje typu luka. Czytamy: ,Powyzej przedstawiona analiza, pracy
Dedekinda [analiza § 4 rozprawy Dedekinda — PBJ, majaca na celu ukazanie pewnego ,wybrakowa-
nia” zbioru liczb wymiernych, ujawnia jedng, istotng rzecz. Otéz zauwazmy, iz Dedekind pokazuje
czeéciowe podstawy i genezg swojej definicji wlasciwosci ciagtoéci. Chodzi o tg skladowg definicji,
ktéra wywodzi sie bezpoérednio z problemu niezawierania liczb niewymiernych przez zbiér liczb
wymiernych, a wigc problemu specyficznego ,wybrakowania” tego zbioru”(s. 122).

Powtérzmy: problem ,niezawierania liczb niewymiernych przez zbiér liczb wymiernych” wiaze
sie z argumentem geometrycznym, a nie technicznym znaczeniem pojgcia ciggloéé. Ten biad ma
dalej idgce konsekwencje.

4.3b Cigglosé prostej. W rozprawie Pani Tytko linia prosta jest przedstawiana jako wzorzec ciggto-
$ci. Po zreferowaniu (Dedekind 1872, §4), gdzic — powtdrze — przekroje liczb wymiernych badane
sa bez zwiazku z prosta — Autorka pisze: ,,Po bezposrednim, ogélnym odniesieniu si¢ do wlasciwo-
$ci ciagloéci, Dedekind poréwnuje do prostej (posiadajacej te wlasnosé) zbidr liczb rzeczywistych.
Pokazal dzieki temu, ze liczby wymierne tworzg za maly zbiér, aby posiadal wlasnos¢ ciagtosci, tak
jak posiada ja prosta” (s. 125).

4.3c¢ Nieciaglodé prostej. W (Dedekind 1872) jest wyrazna deklaracja, Ze prosta nie musi by¢ ciggla:
oJesli przestrzeh ma w ogéle jaka$ realng egzystencje, to wcale nie musi koniecznie byé ciggla”
(Dedekind 2017, 175).

Pada ona pod koniec §3, po wprowadzeniu definicji ciagloéei, a przed dowodem, ze liczby wy-
mierne sg nieciggle w technicznym sensie. Wydaje sig, ze to stol w sprzecznoéci z teza Pani Tytko,
Ze prosta jest wzorcem ciaglosci.

Autorka nie odnosi sie wprost do deklaracji Dedekinda, ale nie wprost traktuje o tym, naste-
pujacy fragment rozprawy: ,To [dowdd, ze istnieja przekroje (Q, <) typu luka — PB] obrazuje, ze
dla Dedekinda wystarczajace bylo rozpatrywanie idealnej i wystarczajacej zarazem (w kontekscie
uzytkowania w matematyczne] analizie) prostej posiadajacej wladciwosé ciaglosci. Dedekind uzywal
odniesienia do wyobrazenia prostej, jednak tylko do pewnego momentu, ktéry uznal za wystarczaja-
cy do przejicia na ezysto formalny poziom prac matematycznych. Dlatego tez mozna powiedzieéd, iz
formutujac whasciwoié ciaglodci, Dedekind postugiwal si¢ wlasciwoscia ciaglosci prostej geometrycz-
nej. Wykorzystal te wlasnoéé w swojej formalnej definicji, czerpiac réwniez z intuicji dotyczacych
pojecia przekroju kontinuum punktowego” (s 125).

Tak wiec Dedekind ,wydedukowal” cigglo$é z ,idealnej prostej”, a nie z linii prostej, o ktorej
pisze w §2-3.



4.3d Czym jest idealna prosta? Wydaje sie, ze to, co Autorka nazywa. idealng prosta to definicja
cigglosci. W zwiazku z tym czytamy: ,[definicja Dedekinda — PB| Jeieli wszystkie punkty prostej
rozpedajq si¢ na dwie klasy tego typu, Ze kazdy element pierwszej klasy lesy na lewo od kazdego
elementu drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry tworzy ten podzial wszystkich punk-
téw na dwie klasy, czyli przekrdj prostej. Blaszczyk wskazuje, ze nie jest to nic innego, jak tylko
wspolczesna definicja ciagtodci w sensie Dedekinda: ,zaden przekréj zbioru (X, <) nie wyznacza
ani luki, ani skoku. Z matematycznego punktu widzenia to prawda. Lecz z punktu widzenia filo-
zoficznego pisemna wypowiedZ zawiera wigcej tresci. Przede wszystkim nalezy zwrécié uwage na
fakt, iz Dedekind bardzo obrazowo i oryginalnie opisal wlasnoéé prostej, zlozonej z punktéw. Juz
na poczatku swojej konstrukcji liczb rzeczywistych odwotal si¢ do — wrecz fizycznej — wlasnosci
$wiata dodwiadczen. Mamy tu na mysli zaréwno jego [1] nlewyartykulowane zalozenie o wlasnosci
liniowoéci porzgdku (do liniowego porzadku w wersji Dedekinda brakuje prawa trychotomii), jak i
sama [2] nazwe ,przekroju’ (s. 118-119).

Ad [1]. Definicja podana w § 1 jest poprawna: porzadek jest przechodni i spelnia prawo trycho-
tomii (co wynika z faktu, ze kazda liczba, kazdy punkt wyznacza przekréj).

Ad [2] Przekr6j jest definiowany w terminach teorii porzadku liniowego, ale Autorka widzi to
inaczej: ,Tak jak wezeéniej zauwazyliSmy, przekré] jest écidle zwiazany z [a] uporzadkowaniem zbioru
lub z wyobrazeniem ,przekroju” [b] na geometrycznej prostej”.

Przekrdj w ogéle nie jest zwigzany z ,wyobrazaniem” geometrycznej prostej.

4.3e Idealna prosta vs prosta geometryczna. Wyzej cytowane zdanie ,z punktu widzenia filozoficz-
nego pisemna wypowiedz zawiera wiecej treéci” jest opatrzone nastgpujacym przypisem: ,Bedzie
to rozwiniete jeszcze w dalszej czesci pracy. Jednak ogélnie chodzi o fakt, iz Dedekind, poszukujac
istoty wlasnosci ciaglosci we wlasnym umysle — w wyobrazeniu o cigglosci w polaczeniu z wyma-
ganiami, jakie stawiala analiza — odwoluje si¢ niejako do filozofii Kanta. Nie robi tego w sposéb
zamierzony, jednak epistemiczny proces, podczas ktérego dochodzi do wyksztalcenia definicii cia-
gloéci, nawiazuje do korzystania z naocznosdei czasu i przestrzeni, ktére sa wedtug Kanta narzucane
na kazde wrazenie (w tym przypadku — umyslowe). Dedekind taczy w jednym wilasciwosci geome-
tryczne z arytmetycznymi. Jego ciggla prosta nie jest prosta geometryczna co do istoty.”
Autorka thumaczy wigc geneze definicji ciaglodci odniesieniem do idealnej prostej.

4.3f Podsumowanie. Argument o ,wydedukowaniu wlasnosci ciggloéci” zaklada, ze prosta idealna
jest uporzadkowana linjowo. Ale skad w ogdle zalozenie o liniowym uporzadkowaniu punktéw?
Dedekind definiuje ciaglo$é jako wlasnosé porzadku liniowego. Ale pojecie porzadku liniowego
réwniez pochodzi od Dedekinda. Do wspélczesne] geometrii liniowy porzgdek wprowadzil Moritz
Pasch wlasnie pod wplywem Dedekinda.
Odniesienie do idealnej prostej, poza tym, ze nie jest zwigzane z tekstem (Dedekind 1872),
niczego nie tlumaczy.

4.4 Nieskoficzenie mate. Termin ‘analiza infinitezymalna’ uzyty w pracach (Cantor 1872), (Dedekind
1872) oznacza rachunek rézniczkowy. Liczby rzeczywiste sa najwiekszym cialem archimedesowym i
nie zawieraja nieskoficzenie matych (kazde cialo niearchimedesowe zawiera nieskonczenie matle, tj.
elementy x speiniajace warunek (Vn € N)(0 < z < 1).

Analizujac ostatni paragraf pracy (Dedekind 1872) Autorka pisze: ,W przypadku aktualnie
nieskoficzenie malych wielkosci u Dedekinda na pierwszy rzut oka wydaje sig, ze nie ma zadnej
podstawy, aby wyciggaé jakie$ wnioski filozoficzne. Analizujac rozdzial o analizie infinitezymalne;j
w Stetigkeit und irrationale Zahlen, mozemy zauwazyé fakt, iz Dedekind zwiazal definicjs ciaglo-
$ci wielkoéci potencjalnie nieskoficzenie male (wietkoéci zmienne, uzywane w analizie jako pojecia
pomocne dla definiowania granicy). Stad mozna wnioskowaé, ze zdawal sobie sprawe, iz skonstru-
owany przez niego zbidr liczb rzeczywistych, posiadajacy te wlasnosé cigglosci, nie jest zwigzany =z
wielko$ciami aktualnie nieskoficzenie malymi. Powyzsze rozumowanie potwierdza strukturalistyczne
podejscie Dedekinda” ( s. 194)



Pytanie, dlaczego w ciele skonstruowanym przez Dedekinda nie ma nieskoficzenie malych spro-
wadza si¢ do aksjomatu Archimedesa. I Cantor, i Dedekind przyjmuja, ze liczby odpowiadaja za-
lozeniu matematyki greckiej o odcinkach wspétmiernych i niewspétmiernych. Mozna to zobaczyé
analizujac, jak Cantor i Dedekind poréwnuja linie prostg z liczbami. Ale mozliwa jest tu réwniez
odpowied? czysto matematyczna: w obu konstrukcjach liczby wymierne sg geste w skonstruowanym
ciele, a gestosé utamkéw w ciele uporzadkowarym jest réwnowazna aksjomatowi Archimedesa. Moz-
na tez pokazaé, z ktérych zalozen konstrukeji Cantora i z ktérych zatozei konstrukcji Dedekinda
wynika gestoéé liczb wymiernych w ciele liczb rzeczywistych.

5. Na koniec krétka uwaga o ontologii. Na marginesie gtéwnego wykltadu Autorka kilka razy przywo-
tuje koncepcja, jaka zaprezentowalem w ksigzce Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen (Krakéw, 2007). Stosujac teori¢ Ingardena warstwowej budowy
dziela literackiego oraz postaci literackiej jako przedmiotu pochodnie intencjonalnego pokazalem,
jak za pomoca tych pojeé mozna interpretowad istnienie liczb rzeczywistych. Zastosowanie ontologii
formalnej wiaze sie z rozwiazaniem dwéch probleméw: jak zinterpretowac historycznosé przedmiotu
intencjonalnego oraz miejsca niedookreslenia. Koncepcja ta nie jest rekonstrukeja filozofii Dedekin-
da, ale odpowiedzia na pytanie, jak istnieje przedmiot matematyczny?

Autorka kilka razy dystansuje sie wobec tej koncepcji, dlatego ze wynika z niej, iz przedmioty
matematyczne istniejg tak, jak dziela sztuki; ,Nie zakladamy tu jednak tej propozycji w jej szcze-
gétach, choéby z uwagi na réznice pomiedzy matematyka a sztuka [...]” (s. 50). W kwestii istnienia
przedmiotéw matematycznych przyjmuje koncepcje Poppera: ,przychylamy si¢ do stanowiska, ze
obiekty matematyczne, wytworzone w indywidualnej praktyce matematycznej lub wzgledem niej w
abstrakeyjny sposéb istniejace, staja sie jednoczesnie obiektywnie istniejgcymi [i dalej w przypisie -
PB| W takim sensie, w jakim Popper traktuje istnienie $wiata 3" (s. 20). Jednak w trzecim $wiecie
Poppera postaci literackie istniejg obok teorii naukowych.

Koncepcja trzech $wiatéw to zdroworozsadkowy poglad, ze obok przedmiotéw realnych i mysli
istnieje jeszcze co$ innego. Dzisiaj, w dobie gier video wie to kazde dziecko. Ontologia formalna
natomiast prébuje opisaé te inne przedmioty.

Kwestii istnienia przedmiotéw Autorka nie przemyélata do konca, ale — powtdrze — jest to watek
prowadzony na marginesie rozprawy.

6. Uwagi w punkcie 4 brzmia jak krytyka, ale nalezy przyjaé, ze jest to raczej polemika. Jesli
uwzglednimy chociazby ostatnie publikacje analizujace prace (Cantor 1872) i (Dedekind 1872) takie
jak (Kanamori 2021), czy (Haflner, Schlimm 2021) to — w opinii recenzenta — takze i one nie radzg
sobie z problemami, z ktérymi zderzyla sie Karolina Tytko.?

Generalnie, w literaturze przedmiotu nie mna opracowail, ktére by potrafily wyciggnaé wnioski
ze zwigzkéw miedzy linig prostg a liczbami naszkicowanych przez Cantora i Dedekinda; zwlaszcza
zamiana greckich poje¢ wspélmierne-niewspdélmierne na wymierne-niewymierne i zwigzane z tym
zalozenie, 7e na proste] istnieja, tylko liczby wymierne lub niewymierne jest dla filozofoéw i historykéw
nieczytelna. Jedyne opracowanie tej kwestii, jakie potrafi¢ wskaza¢ to ksigzka Cigglodé ¢ liczby
rzeczywiste. Budozos-Dedekind-Conway, Krakéw 2024 (w druku).

Dla przykladu Kanamorii pisze: ,Once an origin o and a unit have been specified, rational
numbers correlate to points according to ratio” (Kanamori 2021, 226). Zwrot according to ratio
éwiadczy, ze autor nie wie, na czym polega odniesienie do Ksiggi X Elementdéw, bo przeciez nie
ma prostego zwiazku miedzy liczbg wymierng a greckim pojeciem ratio. Z kolei Haffner i Schlimm
tak piszg o funkcji, za pomoca ktérej Dedekind przypisuje liczbom wymiernym punkty na prostej:
~However, while the mapping between rational numbers and points is injective, Dedekind notes
that it is not surjective because some cuts, e.g., (A1, Ag), such that A = {z € R : z? > 2} and
A; = R\ Aj are not produced by a rational number” (Haffner i Schlimm 2021, 260). To, Ze na

2Pozycji (Kanamori 2021), (Haffner, Schlimm 2021) nie ma w bibliografii rozprawy.
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prostej istniejg inne punkty niz te, ktére odpowiadajg liczbom wymiernych Dedekind przyjmuje na
podstawie potocznej wiedzy — , juz starozytni Grecy wiedzieli i udowodnili” — a nie na tej podstawie,
ze istnieja przekroju (@, <) typu luka.

Biorac pod uwage to, co o dorobku Cantora i Dedekinda pisze sie w $wiatowej literaturze
filozoficznej, uwazam ze mgr Karolina Tytko przeprowadzila bardzo odwazng analize prac Cantora
i Dedekinda. Uwazam, Ze rozprawa spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom
doktorskim w zakresie filozofii i wnosz¢ o dopuszczenie Autorki do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

'/\)\ >\ %NM\L
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